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Analysiert werden die Moglichkeiten einer Naherimgsldsung des Problems der Rotation einer 
unendlich diinnen Scheibe in ansonst ruhenden nicht-Newtonschen Potenzflussigkeiten. Die 
Methode basiert auf den entsprechenden Integralbedingungen fur den Impuls, die sich aus den 
Bewegungsgleichungen der laminaren Grenzschicht ergeben. Die Genauigkeit der derart er-
rechneten Ergebnisse vvird mit den theoretischen (exakten) Werten des Reibungsmoments der 
rotierenden Scheibe verglichen. Diskutiert wird gleichfalls die Anwendbarkeit eines analogen 
Rechenganges fur die Berechnung des Stoff- oder Warmetransports in der Umgebung rotierender 
Scheiben. Bei plausibler Wahl der zugehorigen Geschwindigkeitsprofile liefert die Naherungs-
losung befriedigende Resultate. 

Ziel dieser Mitteilung ist es, die Moglichkeiten einer relativ einfachen Methode der 
Losung des Problems der Rotation einer unendlich diinnen Scheibe in unendlich 
ausgedehnten ansonst ruhenden nicht-Newtonschen Potenzflussigkeiten aufzuzeigen, 
und dies bei Benutzung der integrierten Form der entsprechenden Gleichungen der 
laminaren Grenzschicht, der sog. Integralbedingungen fur den Impuls. Eine analog 
formulierte Aufgabe behandelte bereits Tomita1; seine Resultate sind — wie auf 
anderer Stelle gezeigt2 — aus mehreren Griinden praktisch nicht benutzbar. Das 
in dieser Arbeit in Vorschlag gebrachte, der Karman-Pohlhausen-Methode analoge 
Naherungsverfahren fiihrt zu wesentlich einfacheren Rechenbeziehungen, als das von 
Tomita1 angewandte, wiewohl es korrektere und somit auch kompliziertere Ansatze 
fur die fundamentalen rheologischen Zustandsgleichungen benutzt. 

Die Genauigkeit der Naherungslosung kann durch Vergleich mit den Ergebnissen 
der exakten Losung (der Theorie) des gleichen Problems3 '4 getestet werden, und 
dies sowohl vom Standpunkt ihrer Anwendbarkeit fur die approximative Bestimmung 
des Reibungswiderstandes von rotierenden Scheiben, wie auch fiir deren eventuelle 
Anwendung bei der Losung von Transportproblemen (Stoff- und Warmeiibergang) 
in der Umgebung rotierender Scheiben. Es kann angenommen werden, daB die bei 
einer solchen Analyse gewonnenen Resultate auch eine weitere Nutzung bei der 
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1628 Mitschka: 

Losung der Problematik von Drehstromungen nicht-Newtonscher Fliissigkeiten 
finden konnten. 

THEORETISCHER TEIL 

Gehen wir von den iiber die Grenzschichtdicke integrierten Bewegungsgleichungen 
aus, die die Stromungsverhaltnisse in einer voll dreidimensionalen axialsymmetri-
schen Grenzschicht in der nahen Umgebung einer rotierenden Scheibe wiedergeben 
(siehe z. B. 5) 

i (r2 f v^, dz\ = - - T,pZ , (1) 
dr \ Jo J Q z — o 

f v2 dz - A (r f vr2 dz\ = - r r z 

Jo J 0 y Q Z=0 

In der angefuhrten Form gelten die Impulsbedingungen (1) fiir jede beliebige rein-
viskose Flussigkeit (ohne FlieBgrenze). Fur die Stromung sog. Ostwald-de-Waelescher 
Potenzfliissigkeiten in einer (laminaren) Grenzschicht muB das Gleichungssystem (1) 
noch durch folgende rheologische Zustandsgleichungen erganzt werden: 

Eine solche Schreibweise steht in Ubereinstimmung mit der Forderung der Invarianz 
der Beziehung zwischen dem Spannungs- und dem Deformationsgeschwindigkeits-
tensor bei jeder allgemeinen nichteindimensionalen Stromung (siehe z. B.6). Sie ist 
somit korrekter als die von Tomita1 angesetzten einfacheren, immer nur mit einer 
Komponente des Deformationsgeschwindigkeitstensors arbeitenden Beziehungen 
T(pz|z=o = K(dvjdz)z=0 und T r z | z = 0 = K(dvTldz)"=0, die das oben angefuhrte Invari-
anzprinzip nicht erfiillen. Die entsprechenden Randbedingungen des zu losenden 
Problems lauten dann 

z = 0 : vr = 0 , v9 = rco (3) 

(Haftbedingung an der Scheibenoberflache), 

z = 5 : vT = 0, v9 = 0 . 
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Scheibenrotation in nicht-Newtonschen Fltissigkeiten 1629 

Wahl der Geschwindigkeitsprofile 

Bei Durchfiihrung der Naherungsrechnungen ist es notig7 vor Anfang des eigentli-
chen Losungsvorganges der Integralbedingungen (1) fur beide dort auftretenden 
Komponenten des Geschwindigkeitsvektors vr und vv plausible ,,Profile", d.h. deren 
Abhangigkeiten von der Position in der Grenzschicht, zu wahlen. Die zwei Gleichun-
gen des Systems (7) ermoglichen somit als Endresultat zwei am Anfang des Rechen-
vorganges vorerst unbekannte GroBen zu bestimmen: eine von ihnen ist die (appro-
ximative) Dicke der Grenzschicht S, mit der vorteilhaft die Axialkoordinate z nor-
malisiert werden kann, als zweite tritt bei Rotationsstromungen ublicherweise der 
sog. dimensionslose Formparameter a hinzu, der den Verlauf der Geschwindigkeiten 
in unmittelbarer Nahe der Scheibenoberflache charakterisiert. 

Die Wahl der Form der beiden Geschwindigkeitsprofile ist ziemlich beliebig; 
gewisse Beschrankungen an ihre konkreten Formen ergeben sich in erster Reihe 
aus den physikalisch sinnvollen Randbedingungen des zu losenden Problems (fur 
die Scheibenrotation z. B. aus den Bedingungen (3)), eventuell aus weiteren zusatzli-
chen Relationen (siehe nachstehenden Text). Im Hinblick auf den approximativen 
Charakter der benutzten Methode werden im allgemeinen nicht allzu komplizierte 
Formen fiir die Geschwindigkeitsprofile gewahlt; allerdings besteht das Bestreben 
fur einen bestimmten Typ von Problemen solche Profile ausfindig zu machen, die 
bei den auch exakt losbaren Fallen zu einer befriedigenden Ubereinstimmung mit den 
(gewohnlich numerisch berechneten) exakten Losungen fuhren. Bei der Anwendung 
der Integralbedingungen fiir den Impuls wird namlich vorausgesetzt, daB derart 
verifizierte Profile mit annahernd gleicher Genauigkeit auch fiir Probleme entsprechen 
werden, die ihrem Typ nach mit dem beglaubigten Fall analog sind, die aber ihrer 
Struktur nach exakt nur schwierig, oder praktisch iiberhaupt nicht zu losen waren. 

Mit dem Ziel eine weitgehende Einfachheit des weiteren Rechenvorganges beizu-
behalten, wollen wir fiir die dimensionslose Geschwindigkeitsprofile J^J5" = vjrco) 
und = vjarco) im weiteren nur Ansatze folgender Eigenschaften erwagen: 

1. Es soil sich um einfache funktionelle Abhangigkeiten lediglich von der dimen-
sionlosen axialen Veranderlichen Z = z\b handeln, die explizit weder S noch a 
enthalten. Fiir Werte von Z e < 0 , 1> fuhren diese Beziehungen zu nichtnegativen 
Werten von J r ( Z ) und ^(Z). 

2. Die gewahlten Relationen ^ ( Z ) und ^(Z) miissen nicht nur folgenden (dimen-
sionslosen) Randbedingungen (siehe Gl. (3)) 

Z = 0 : ^ = 1 , 0 = 0, (4) 

Z = 1 : #" = 0 , ^ = 0 , 

sondern auch weiteren zusatzlichen Vertraglichkeitsbedingungen auf dem auBeren 
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Rand der Grenzschicht genugen: 

Z = 1 : = dJ^/dZ = 0 , = d^ /dZ = 0 , (5) 

die den asymptotischen AnschluB an den Bereich der Stromung auBerhalb der 
Grenzschicht sicherstellen. (Was weitere mogliche Randbedingungen anbelangt, 
siehe Anhang.) 

3. In Ubereinstimmung mit der physikalischen Realitat und der exakten Losung3 

mussen die Gradienten beider Komponenten des Geschwindigkeitsvektors an der 
Scheibenoberflache (Z = 0) die Relationen #"'(0) < 0 und #'(0) > 0 erfiillen. 

Wir werden zeigen konnen, daB ungeachtet dieser Beschrankungen geniigend 
flexible Klassen von Geschwindigkeitsprofilen aufgefunden werden konnen, die bei 
Anwendung dieses Naherungsverfahrens zu befriedigenden Endresultaten fiihren. 

Losung der Integralbedingungen (1) 

Fur Geschwindigkeitsprofile, die die soeben angefuhrten Eigenschaften aufzeigen, 
konnen die Integralbedingungen (1) besonders leicht geldst werden. Zwecks Verein-
fachung der nachfolgenden Gleichungen fiihren wir vorerst die Bezeichnungen 

ein. Eingesetzt in das Gleichungssystem (7) resultiert nach einfachen Zwischen-
rechnungen, nach Ausdifferenzieren bei der Annahme <5 = 5(r) und Einfiihrung 
der dimensionslosen approximativen Grenzschichtdicke 

das Gleichungssystem 

dC n + 1 
+ (3 + 5n) = - fc-jti) [ocz&'(0)2 + J^ ' (0 ) 2 ] ( n _ 1 ) / 2 J^'(0) (8) 

r k3otr 

/c,ar 
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Scheibenrotation in nicht-Newtonschen Flussigkeiten 1631 

aus dem dann — wiederum in Obereinstimmung mit der exakten Losung3 — auch 
Co,a = const, folgt. Fur einen vorgegebenen Wert des FlieBindexes n, der einen 
Parameter des zu losenden Problems darstellt, und fiir im voraus angesetzte Ge-
schwindigkeitsprofile ^ ( Z ) und ^(Z), d. h. fiir bekannte Werte der Koeffizienten 
ku k2, und k3 und der Gradienten #"'(0) und ^'(0), kann dann das vereinfachte 
(d£o,a/d/* = 0) Gleichungssystem (8) explizit gelost werden: wir bestimmen nach-
einander vorerst den Wert des Formfaktors 

a = f ~k 2 (n + 1 ) ^ ( 0 ) T / 2
 ( g ) 

|_(3 + 5 n ) [k3 - ki +(» + !) ki 

und mit seiner Hilfe dann auch den Wert der approximativen dimensionslosen Grenz-
schichtdicke 

CSt1 = - { n + ^ ^ ^ b 2 + ^" (° ) 2 ] ( n " 1 ) / 2 • 00 ) (3 + 5 n) k3 a 

Berechnung des Drehmoments 

Die derart gewonnen primaren Resultate der Losung des interessierenden Problems, 
d. h. die Werte a und C0 a, konnen im weiteren zur Bestimmung der (approximativen) 
Werte des Drehmoments herangezogen werden, der zur Aufrechterhaltung einer 
stationaren Rotation einer Scheibe mit endlichem Halbmesser R in einer vorgegebe-
nen (unendlich ausgedehnten ansonst ruhenden) Potenzfliissigkeit benotigt wird. 
Diese vom praktischen Standpunkt aus gesehen interessante GroBe kann experimen-
tell relativ leicht gemessen werden. Wie noch im weiteren gezeigt wird, kann gegen-
iiber solchen Experimentaldaten auch die Genauigkeit aller exakten (theoretischen). 
wie auch approximativen Methoden der Losung des Problems der Scheibenrotation 
getestet werden. 

Gehen wir von der Kraftebilanz auf einem elementaren Kreisringsegment einer 
beiderseitig benetzten Scheibe (siehe4) 

d M k 2 = -47rr2(r ( p 2) |2 = 0dr (11) 

aus, in die wir fiir den Wert der Spannung an der Scheibenoberflache ( t 9 z) | z = 0 

aus der ersten Gleichung des Systems (1) einsetzen. Durch Integration der derart 
modifizierten Gl. (11) resultiert bei Annahme eines endlichen Scheibenradius R > 3 
fiir das Drehmoment 

Mk2 = 4;re 
d / 
d r V 

( r2 | v.v,, dz dr = 4nQR4k3occo25(R). (12) 
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Nach Einsetzen fur S(R) aus den Beziehungen (7) und (10) und Einfuhrung des 
Momentenbeiwerts fur eine beiderseitig benetzte Scheibe cM2 und der fur Potenz-
fliissigkeiten verallgemeinerten Reynolds-Zahl ReNN gemaB der Definitionen 

cM2 = M k 2 j ^ O2R5^ , ReNN = R2co2~alN (13), (14) 

gewinnen wir schlieBlich die sog. Momentencharakteristik einer Scheibe 

CM2 = 8^(n)/Reign+1>5 (15) 

in der der vom Wert des FlieBindexes n und der Form der angesetzten Profile ab-
hangige (approximative) Reibungskoeffizient fia(n) wie folgt gegeben ist: 

PJ(n) = (fc3a)n/(n + 1) I - (n + *) 0) [a2 y(o)2 + ^'(O)2]^-1^}1^^^. (16) 
I ( 3 + 5n) J 

ERGEBNISSE UND DEREN DISKUSSION 

Kriterien der Genauigkeit der Ndherungsrechnung 

Wie schon angedeutet, kann die Eignung der angesetzten Geschwindigkeitsprofile 
gemaB der Ubereinstimmung der Resultate der Naherungsrechnung mit vergleich-
baren Resultaten der exakten (theoretischen) Losung der Grenzschichtgleichungen 
desselben Problems, eventuell durch Yergleich mit den Ergebnissen einer experimen-
tellen Bestimmung geeigneter (integraler) GroBen, beurteilt werden. Die Richtig-
keit der fruher veroffentlichten exakten Losung der Hydrodynamik der Scheiben-
rotation in Potenzfliissigkeiten3 wurde durch die experimentelle Bestimmung des 
Reibungswiderstandes von Scheiben endlicher Dimensionen in ansonst ruhender 
Fliissigkeit beglaubigt4 '8 '9, wo fur mehrere unterschiedliche Typen von Potenz-
fliissigkeiten eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment fest-
gestellt werden konnte. Die befriedigende Genauigkeit der theoretisch berechneten 
Geschwindigkeitsprofile wurde spater auch indirekt durch deren Anwendung bei der 
Losung des Problems des diffusiven Stofftransports in der Umgebung rotierender 
Scheiben bestat igt 1 0 - 1 2 . Gegeniiber derart verifizierten Ergebnissen der exakten 
Losung konnen somit auch die Resultate des in Yorschlag gebrachten Naherungs-
verfahrens getestet werden. 
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Scheibenrotation in nicht-Newtonschen Fliissigkeiten 1633 

Verwendete Geschwindigkeitsprofile 

In den durchgefuhrten Berechnungen wurden folgende Typen von Geschwindigkeits-
profilen erprobt: 

*r = ( l - z y , (17) 

9 = [Z - mZm + (m - 1) Z m + 1 ] , (18) 

= Z( 1 - Z)4 . (19) 

Die Parameter I, m und t konnen, aber miissen nicht, Funktionen des FlieBindexes n 
sein; alle Parameter konnen in breiten Grenzen variiert werden, wobei allerdings 
darauf geachtet werden muB, daB durch deren eventuell nichtkorrekte Wahl nicht 
eine oder mehrere der friiher angefiihrten Eigenschaften der Geschwindigkeits-
profile als solche verletzt werden. 

Die Griinde fur die Wahl der Profile vom Typ (17) —(19) waren vor allem folgende: 
1. Fiir I = 1 + l/n und m = 1 + 1/n resultieren aus (17) und (18) Beziehungen 

(Profile), die bereits Tomita1 benutzt hat, und die fiir Newtonsche Fliissigkeiten 
(n = 1) in die Form 

& = (1 - Z)2 , ^ = (Z - 2Z2 + Z3) - Z(1 - Z)2 (20) 

iibergehen. Die Profile (20) fiihren bei Newtonschen Fliissigkeiten zu einer bemerkens-
wert guten tibereinstimmung zwischen der exakten Losung und der Naherungs-
rechnung. 

2. Profile vom Typ (19) wurden fiir ganzzahlige Werte des Parameters t > 2 
auch in analogen Behandlungen des Problems der Scheibenrotation eingesetzt 
(siehe13 '14) und fiihrten gleichfalls zu einer befriedigenden Genauigkeit in den 
approximativ berechneten Werten des Drehmoments. 

3. Mit den Profilen vom Typ (17) —(19) ist mathematisch leicht umzugehen, vor 
allem bei der Berechnung der Integrale (6); ihr Einsatz ist — wie schon erwahnt — 
Hauptbedingung des im vorstehenden Absatz angedeuteten relativ sehr einfachen 
Rechenganges. 

Bei Anwendung der Geschwindigkeitsprofile vom Typ (17) —(19) wird jede durch-
gerechnete Aufgabe neben dem FlieBindex n noch durch zwei weitere, die Form der 
gewahlten Geschwindigkeitsprofile charakterisierende Parameter (I und m oder I 
und t) beschrieben. 

Auf numerischem Wege wurden nun probeweise derartige Kombinationen der 
Parameter / und m oder I und t gesucht, die zu einer womoglich besten tiberein-
stimmung zwischen den Resultaten der Naherungsrechnung und der exakten Losung 
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fiihren, und dies im gesamten in Erwagung gezogenem Intervall des FlieBindexes 
n e (0,2 — 1,5), mit besonderer Beriicksichtigung des Bereichs der praktisch interessan-
testen pseudoplastischen Fliissigkeiten, n < 1. 

Reibungswiderstand bei der Scheibenrotation 

Zwecks Beurteilung der Eignung des Naherungsverfahrens zur Bestimmung des 
Reibungswiderstandes von in Potenzfliissigkeiten rotierenden Scheiben fuhrten 
wir die relative perzentuelle Abweichung zwischen den Werten des approximativen 
(siehe Gl. (16)) und des exakten (theoretischen) (siehe4) Reibungskoeffizienten /? ein: 

A, = M " ) - A M . 100 [O/J. (27) 

Einige Ergebnisse solcher Berechnungen sind fiir vier Niveaus des FlieBindexes n 

und fiir mehrere Kombinationen der Parameter / und m bzw. I und t in der Tabelle I 
zusammengefaBt. In den Fallen, wo eine Abhangigkeit der Parameter vom FlieBindex 
n erwogen wird, wurden die entsprechenden wo moglich einfachen Relationen derart 
angesetzt, daB die Werte aller dieser Parameter fur Newtonsche Fliissigkeiten (n — 1) 
zu den Relationen I — m — t = 2 fiihren (siehe Gl. (20)). Die relative perzentuelle 
Abweichung einer solchen Naherungsrechnung betragt dann nur 1%, d. h. sie ist 
viel geringer als z. B. bei der heutzutage schon als klassisch angesehenen Losung 
nach Karman16 und Cochran17. 

ABB. 1 
Abhangigke i t der Geschwindigkeitsprof i le aus der exakten Losung (Zahlenwerte s iehe 3 ) von der 

normalisierten Koo rd ina t e C/Co.e fur einige Wer t e des FlieBindexes n 

1 n = 1-0 ,2n= 0-2, 3 n — 0-5, 4 n = 1-5. 

Collection Czechoslov. Chem. Commun. [Vol. 41] [1976] 



Scheibenrotation in nicht-Newtonschen Fliissigkeiten 1635 

Ausgangspunkt unserer Bsrechnungen waren die Zlt-Werte (siehe Zeile 1A in der 
Tabelle I), die aus der Naherungsrechnung fur die von Tomita1 vorgeschlagenen 
Profile 

# " = (1 — Z ) 1 + 1 / n , 

9 = [ Z - (1 + 1 In) Z 1 + 1 / n + 1 In . Z 2 + 1 / n ] (22) 

resultieren. Ein charakteristisches Merkmal dieser Ansatze besteht darin, daB bei 
diesen Funktionen durch Verallgemeinerung der Parameter I und m zu Funktionen 
des FlieBindexes n eine Erhohung der Variabilitat der zum Einsatz gslangenden 
Geschwindigkeitsprofile fur unterschiedliche Potenzfliissigkeiten (unterschiedliche 
Werte des FlieBindexes n) angestrebt wird. Wie aus der Abb. 1 hervorgeht, in der 
die Geschwindigkeitsprofile aus der exakten Losung3 in Abhangigkeit von der 
normalisierten Axialkoordinate C / C o , e aufgetragen sind, ist die Form der exakten 
Geschwindigkeitsprofile F '(( /(0 e) und G'(C/Co,e) der Tat vom FlieBindex n sehr 
stark anhangig. Aus der Abb. 1 kann teilweise auch auf einen geeigneten Typ der 
Abhangigkeit l(n) = —#"'(0) geschlossen werden, die das leicht beobachtbare 
Absinken des Gradienten der Umfangsgeschwindigkeit an der Scheibenoberflache 
bei absinkendem FlieBindex n — z. B. in der Form l(n) = 1 + 1 /n — beriicksichtigen 
konnte oder sogar sollte. Fur eine rationelle Wahl des Geschwindigkeitsprofils der 

TABELLE I 

Relative perzentuelle Abweichung At (Gl. (21)) fur den Reibungswiderstand von in Potenzfliissig-
keiten rotierenden Scheiben 

Parameter der Geschwindigkeits- j o/ 
jsj-r_ profile 

Umfangsgeschw. Radialgeschw. n= 0,2 n = 0,5 1,0 n = 1 

I A" / = 1 -h 1 /n m = 1 + 1 /n - 1 8 , 0 - 3 , 7 1,0 0,0 
2A I = 1 + 1 jn m = (5 - n)l2 - 1 1 , 7 - 4 , 4 1,0 1,8 
3A 1= 1 + i j ^ J n m == 1 + 1 /« - 1 2 , 4 - 4 , 6 1,0 2,8 
4A / = l + l / > m= 1 + 1 /yjtt - 1 1 , 1 - 6 , 0 1,0 5,7 
5A m = (5 - n ) j2 - 1 0 , 9 - 4 , 9 1,0 1,1 

IB / = 1 -f- 1 jn t = 1 + 1/n - 1 7 , 2 - 8 , 8 1,0 7,4 
2B 1= 1 + 1/n t = (5 - «)/2 - 1 1 , 4 - 6 , 3 1,0 7,0 
3B 1= 2 jn t = 1 + 1/n - 1 0 , 9 - 4 , 3 1,0 0,5 
4B I - 2 jn t - 2 / 7 « - 1 0 , 4 - 4 , 0 1,0 0,7 
5B 1= 2/n2 - 7,3 - 5 , 9 1,0 - 1 3 , 9 

c Profile nach Tomita1 . 

Collec t ion Czechos lov . Chem. Commun . [Vol. 41] [1976] 



1636 Mitschka: 

Radialkomponente ^ ist eine analoge Uberlegung bei weitem nicht so einfach, da es 
sich um eine komplizierte Abhangigkeit handelt, wobei iiberdies noch cVr/dz|z=0 ~ a 
gilt, was praktisch bedeutet, daB der Gradient der Radialkomponente des Geschwin-
digkeitsvektors an der Scheibenoberflache als ein Resultat der Losung des ganzen 
Problems nur indirekt, d. h. durch versuchsweise Wahl plausibler Werte der Para-
meter m oder t, beeinfluBt werden kann. 

Aus dem ersten Teil der Tabelle I, die fur radiale Geschwindigkeitsprofile vom Typ 
(18) gilt, geht hervor, daB die Genauigkeit der approximativen Bestimmung des 
Reibungswiderstands bei Yorgabe der von Tomita1 in Vorschlag gebrachten Profile 
(Zeile 1A der Tabelle I) durch die Wahl anderer Abhangigkeiten fur l(n) und m(n) ein 
wenig verbessert werden kann; fur ausgepragt pseudoplastische Fliissigkeiten (n « 
« 0,2) liegt die derart erreichbare Genauigkeitsgrenze bei etwa —10%, was fur 
praktische Zwecke als befriedigend angesehen werden kann. 

Der zweite Teil der Tabelle I zeigt dann analoge Ergebnisse fur radiale 
Geschwindigkeitsprofile vom Typ (29). Die Genauigkeit der errechneten Reibungs-
widerstande ist ungefahr die gleiche wie beim Einsatz der Profile vom Typ (18); 
die ,,besten" Resultate (Zeile 5B der Tab. I) entsprechen dann schon verhaltnismaBig 
extremen Werten, vor allem des Parameters l(n). 

Fur Zwecke der Anwendung der in Vorschlag gebrachten Geschwindigkeits-
profile bei analoger Berechnung anderer Drehstromungen von Potenzfliissigkeiten 
ist die Feststellung von Interesse, daB die Naherungsrechnung in alien getesteten 
Einzelfallen bei bemerkbar pseudoplastischen Fliissigkeiten (n < 0,5) zu negativen 
Werten von At fuhrt, was mit anderen Worten ausgedriickt bedeutet, daB aus der 
approximativen Losung stets niedrigere Schatzwerte des Reibungswiderstandes 
(des Drehmomentes) resultieren, als aus der exakten Losung des gleichen Problems. 

TABELLE I I 

Relative perzentuelle Abweichung (Gl. (24)) fur den Stoff- oder Warmestrom in der Umgebung 
von in Potenzfliissigkeiten rotierenden Scheiben 

Parameter der Geschwindigkeits-
Nr. profile 

Umfangsgeschw. Radialgeschw. n = 0,2 n =-- 0,5 n = 1,0 n = 1,5 

1A / = 2,0 m = 2,0 - 8 , 9 - 5 , 4 - 4 , 1 - 4,1 
2A / = 2 fy/n m =-- 1 + n 0,9 - 1 , 6 - 4 , 1 - 5,7 
3A I = n+ 1/n m — 1 + n - 2 , 7 0,7 - 4 , 1 - 1 1 , 2 

IB 1= 2,0 t= i + - 0 , 8 - 2 , 4 - 4 , 1 - 5,5 
2B 1=1 + 1/n / = 2 In 0,9 - 0 , 8 - 4 , 1 - 6,5 
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Bestatigung oder Widerlegung dieser Behauptung fur andere Rotationskorper 
(z. B. fur eine in Potenzfliissigkeiten rotierende Kugel) ware nur durch Gegeniiber-
stellung von Messungen und Rechnung moglich. 

Stoff- (oder Wdrme-)transport in der Umgebung einer rotierenden Scheibe 

Alle bisher bekannten Losungen 1 0 - 1 2 ' 1 5 des Problems des Stoffiiberganges zur(oder 
von) einer in einer Potenzfliissigkeit rotierenden Scheibe basieren auf den Werten 
des Gradienten der (dimensionslosen) Radialgeschwindigkeit an der Scheibenober-
flache. Bei Anwendung der Methode der Integralbedingungen gilt fur den approxima-
tiven Wert dieser GroBe aa unter Einbeziehung der Gl. (18) und (79) die Beziehung 

dC | z= o 

Durch Vergleich dieser GroBe mit den Werten des analogen exakten Gradienten 
ae = G"(0), der aus der Theorie der (reinen) Hydrodynamik der Scheibenrotation 
in Potenzfliissigkeiten3 bekannt ist, kann dann die Anwendbarkeit der Ergebnisse 
der Naherungslosung der rein hydrodynamischen Aufgabe auch fur die mit der 
Scheibenrotation verbundenen Transportprobleme (Stoff- oder Warmeiibergang 
zur oder von der Scheibe) getestet werden, und dies vorteilhaft durch Vergleich der 
entsprechenden Stoff- oder Warmestrdme, die den Kubikwurzeln der approximativ 
oder exakt berechneten Gradienten der Radialgeschwindigkeit an der Scheiben-
oberflache proportional s ind 1 0 - 1 2 ' 1 5 . Fiir die relative perzentuelle Abweichung 
zwischen den approximativen und exakten Stromen zur oder von der Scheibe gilt 
dann offensichtlich 

Aj = j a ~ j e 100 = 
h 

Die Ergebnisse einiger solcher Berechnungen zeigt die Tabelle II, und dies wiederum 
fiir vier unterschiedliche Niveaus des FlieBindexes n und unterschiedliche Geschwin-
digkeitsprofile. Aus den angefuhrten Zahlenwerten ist ersichtlich, daB die Genauig-
keit der Resultate aus der Naherungsrechnung bei deren Anwendung fiir die Bestim-
mung des Stoff- oder Warmetransports zur oder von einer rotierenden Scheibe 
durch gezielte Wahl plausibler Geschwindigkeitsprofile unter die Grenze von +5% 
gesenkt werden kann; auch die einfachsten, die sog. „Newtonschen" Profile, in denen 
der FlieBindex nicht explizit auftritt, (Zeile 1A in der Tab. II) entsprechen praktischen 
Anforderungen recht gut. 

Interessant ist iiberdies die Feststellung, daB sich als optimal fiir die Berechnung 
der Transportprobleme in der Umgebung einer rotierenden Scheibe vollig andere 

( a ) ~ ̂  * 100 [%] " (24) 
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Formen von Geschwindigkeitsprofilen erwiesen haben als die, die zur besten t)ber-
einstimmung was den Reibungswiderstand anbelangt gefiihrt haben. Zur Information 
kann vielleicht angefiihrt werden, daB fiir alle in der Tabelle I angefiihrten Profile 
die entsprechenden Jj-Werte fiir n = 0,2 zwischen 30 — 65%, fiir n = 0,5 dann zwi-
schen 15 — 35%, d. h. signifikant iiber den Werten aus der Tabelle II liegen. 

Auch fiir den Fall des Stoff- oder Warmetransports zu (oder von) anderen axial-
symmetrischen in Potenzfliissigkeiten rotierenden Korpern mufite die Eignung des 
aufgezeigten Naherungsverfahrens und der in der Tabelle II angefiihrten Profile 
in erster Reihe durch Yergleich der errechneten Strome mit den Resultaten geeignet 
gewahlter Experimente getestet werden. 

SCHLUSSFOLGERUNGEN 

Auf Grund der prasentierten Ergebnisse, wie auch einer Reihe weiterer Berechnun-
gen18, kann gefolgert werden, daB die approximative Methode der Integralbedin-
gungen fiir den Impuls bei Anwendung auf das Problem der Scheibenrotation in nicht-
-Newtonschen Potenzfliissigkeiten bei gezielter Wahl beider in Frage kommenden 
Geschwindigkeitsprofile zu fur die Praxis befriedigenden Resultaten fiihrt, und dies 
sowohl was den Reibungswiderstand, als auch die Losung weiterer Transport-
probleme in der diskutierten geometrischen Anordnung anbelangt. Es kann erwartet 
werden, daB vergleichbar gute Resultate bei Einsatz derselben Methode auch bei 
anderen axialsymmetrischen Rotationsstromungen nicht-Newtonscher Potenz-
fliissigkeiten zu gewinnen waren. 

ANHANG 

Versuche zur Verallgemeinerung des Verfahrens nach Karman 

In der erstcn Phase dieser Studie18 wurden Versuche angestellt das oben formulierte interes-
sierende Problem durch Verallgemeinerung des klassischen Verfahrens nach Karman 1 6 und 
Cochran1 7 auf die Klasse-nicht-Newtonscher Potenzfliissigkeiten zu losen. Hierbei waren fiir 
die Geschwindigkeitsprofile und &(Z) Polynome dritten, bzw. vierten Grades zu wahlen, 
die neben den Randbedingungen (4) und (5) noch weitere Bedingungen betreffend die zweiten 
Ableitungen an der Scheibenoberflache zu erfiillen hatten, die sich aus der Forderung der Er-
fiillung der Grenzschichtgleichungen des zu losendcn Problems (siehe3) an der Oberflache 
der Scheibe (z = 0) ergeben. Die diesen Forderungen entsprechende Form der Geschwindigkeits-
profile 

^ ( Z - 2Z 2 + Z 3 ) , 
4 

rn + 1 y Sn a 
(25) 

9 = ( Z - 3Z 3 + 2Z 4 ) - Y ( — - Z 3 + 
a \ 2 

(26) 
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mit 

X = 
(n - 1) Z)(

0
n_3)/2 ^'(0) a 0'(O) 

7 -
^ ( n - D / 2 + ( „ _ ] ) /JOn-3)/2 j r ' ( 0 ) : 

£>0 = JF'(O)2 + 

(27) 

(25) 

(29) 

ist offensichtlich weit komplizierter als bei Newtonschen Flussigkeiten, wo fur « — 1 X - = 0 
und y = 1 gilt. Viel komplizierter ist im Falle der nicht-Newtonschea Potenzfliissigkeiten auch 
das Ergebnis nach Einsetzen der Geschwindigkeitsprofile (25) und (26) in die Integralbedingungen 
(1). Die resultierenden stark nichtlinearen Gleichungen fur die gesuchten IJnbekannten Co a 

und a sollen hier nicht angefiihrt werden; wir mochten lediglich drei Feststellungen hervorheben, 
die bei Versuchen um die Losung dieses Gleichungssystems gewonnen wurden. 

1. Brauchbare Resultate gelang es nur fur relativ enge Bereiche des FlieBindexes n E (0,728 bis 
1,00) und n G (1,00—1,12) zu gewinnen. AuBerhalb dieses Intervalls hatte das zu losende System 
zweier nichtlinear Gleichungen entweder keine reale Losung oder aber fiihrte die Losung zu physi-
kalisch nichtakzeptablen Endresultaten (negative Werte des Reibungskoeffizienten, negative 
Werte der in der SchluBphase berechneten (radialen) Geschwindigkeiten). 

Zu erwahnen ware, daB uber eine analoge Beschrankung der Moglichkeit bei der Anwendung 
der Impulsbedingung physikalisch sinnvolle Resultate zu gewinnen, schon f r i iher 1 9 bei der 
Losung der entsprechenden Gleichungen der zweidimensionalen axialsymmetrischen Grenz-
schichtstromung von Potenzfliissigkeiten berichtet wurde. Fur pseudoplastische Flussigkeiten 
war die Losung nur fur FlieBindexe aus dem Intervall n e (0,736—1,00) moglich, d. h. in einem 
Bereich, der auffallend mit den bereits erwahnten Zahlenwerten iibereinstimmt. 

TABELLF, I I I 

Relative perzentuelle Abweichung A t (Gl. (2/)) fur den Reibungswiderstand von in Potenzfliissig-
keiten rotierenden Scheiben bei Anwendung der Geschwindigkeitsprofile (25) und (26) 

FlieBindex jSe
a Pa Av % 

0,728 0,1774 0,4397 148 
0,730 0,1772 0,4515 155 
0,750 0,1752 0,4971 184 
0,800 0,1704 0,2530 48,4 
0,900 0,1615 0,1786 10,6 
l,000b 0,1539 0,1342 - 1 2 , 8 
1,100 0,1473 0,1026 - 3 0 , 3 
1,120 0,1462 0,0973 - 3 3 , 4 

a Ubernommen aus 3 , gegebenenfalls interpoliert aus der Beziehung 

Pe(n) = 0 , 1 5 3 9 . ( 6 , 1 3 ) ( 1 _ n ) / 2 ( 1 + n ) . 
b Losung von K a r m a n 1 6 und Cochran 1 7 . 
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2. Im Bereich der annehmbaren Losung fiihrt dann die Naherungsrechnung, die sich der 
Geschwindigkeitsprofile (25) und (26) bedient, zu wesentlich schlechteren Ergebnissen als beim 
Einsatz der einfacheren Beziehungen aus der Tabelle I. Nicht einmal fiir Newtonsche Fliissig-
keiten ist die Ubereinstimmung besonders gut (Tab. III). 

3. Die Forderung nach der Erfiillung der Grenzschichtgleichungen auch an der Oberflache 
der Scheibe, die zu weiteren erganzenden Bedingungen fiir die Werte der zweiten Ableitungen 
der in Frage kommenden Geschwindigkeitsprofile an der Oberflache fiihrt, ist demnach — wie 
auch schon friiher Karman 2 0 konstatieren muBte — sehr stark. Uberdies fiihrt sie zur expliziten 
Einfiihrung der Unbekannten Co a

 , n Geschwindigkeitsprofile, zu einer hierdurch verursachten 
Komplikation der Berechnungsgleicliungen und wirkt sich wider Erwarten nicht einmal giinstig 
auf die Genauigkeit der Werte des approximativ berechenbaren Reibungswiderstands aus. Des-
halb wurden fiir die Losung der Impulsbedingungen bei der Scheibenrotation in Potenzfliissig-
keiten die wesentlich einfacheren Geschwindigkeitsprofile vom Typ (77) bis eingesetzt, die 
auf mathernatisch viel einfacherem Wege zu nachvveisbar genaueren Endresultaten fiihren. 

VERZEICHNIS DER SYMBOLE 

cM2 Momentenbeiwert einer beiderseitig benetzten Scheibe, Gl. (./.?) 
F', G' Geschwindigkeitsfunktionen aus der exakten Losung3 

SP, Geschwindigkeitsansatze fiir die approximative Losung 
j Stoff- (oder Warme-) strom zur (oder von) der Scheibe (siehe15) 
kx ,k2, k3 Jntegrale der Geschwindigkeitsprofile, Gl. (6) 
K Konsistenzkoeffizient, Stoffparameter des Potenzgesetzes 
My, 2 Drehmoment einer beiderseitig benetzten Scheibe 
n FlieBindex, Stoffparameter des Potenzgesetzes 
N = Kjg 

r Radialkoordinate (r 0 bedeutet die Scheibenachse) 
R Halbmesser der Scheibe 
R e N N verallgemeinerte Reynolds-Zahl fiir Drehstromungen nicht-Newtonscher Potenz-

fliissigkeiten, Gl. (14) 
vr, Vy Radial- und Umfangskomponente des Geschwindigkeitsvektors 
z Axialkoordinate (z — 0 bedeutet die Scheibenoberflache) 
Z = z/S 

a Formparameter 
ft Reibungskoeffizient, Gl. (16) 
5 Grenzschichtdicke 
A relative perzentuelle Abweichung zwischen den Resultatcn der approximativen und 

der exakten Losung, Gl. (21) und (24) 
Trz, Komponenten des Spannungstensors 
C0 (dimensionslose) Grenzschichtdicke, Gl. (7) 
q Dichte der Fliissigkeit 
<jj Winkelgeschwindigkeit der Scheibenrotation 

Untere Indexe: 

a aus der approximativen Losung 
e aus der exakten Losung 
j betrifft den Stoff- oder Warmestrom 
t betrifft den Reibungswiderstand 
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